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Planteamiento del problema

e Resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

a11x1 + a12x2 + a13X3 + + alnxn — bl
Ar1X1 + ArrXo ~+ Ar3X3 + -+ ArnXn = bz
a31x1 + agzxz + a33x3 + + a3nxn — bn



* O en forma matricial:

Ax=Db, en donde

ai1
a1




SISTEMA DE ECUACION TRIANGULAR SUPERIOR'Y
PROCEDIMIENTO DE SUSTITUCION HACIA ATRAS

e Considere el siguiente sistema de ecuaciones:

a1 A2 Aq93 .. aln\ /x1\ bl\
0 Ayy Ay3 ... Aop X5 b,
X

0 0 az3 .. aszy 3
\0 0 0 oaw/ \m/ \b

En la matriz A todos los elementos debajo de |la diagonal valen cero

|
S
w




PROCEDIMIENTO DE SOLUCION

* De la ultima ecuacion se obtiene x_. :
AnnXn = by = Xn =

* Luego se calcula x, ; usando la penultima ecuacion:
bn—l — An-1n%n

An—-1n-1Xn-1 T Apn—1nXn = bn—l — Xp_q1 =
an—Ln—l

* Enseguida se obtiene x_, usando la antepenultima ecuacion:
Ap—2n—2Xn—2 T An_2n-—1Xpn-1 + an_2nXy = bn—»

bn—z — an—z,nxn — an—Z,n—lxn—l

p— xn—Z —
an—&n—z



* En general, para obtener x, se usa la k-esima ecuacion:

Ap kXK + Ak g+1Xk+1 T+ A Xy = by

Se despeja x, :

_ b — AgnXn — Agpn-1%Xn—1 — *** — Ak k+1Xk+1
X =
A k
br—X) 41 W)
X), = / . k=n,n-1,n-2, ...,1

Ak.k



EJERCICIO

* Resolver el sistema de ecuaciones triangular superior:

5x1 - 3x2 — 7X3 + x4
11x, + 9x5 + 5x4
3x3 —13x,

7X4

= —14

= 22

= —11

= 14



SOLUCION PARA UN SISTEMA DE ECUACIONES
ARBITRARIO

* Primer paso: conversion de matriz a triangular superior
e Calcula de la solucion usando método de sustitucion hacia atras.

e Operaciones permitidas en un sistema de ecuaciones
a) Intercambiar dos ecuaciones ( o dos filas en una matriz)
b) Multiplicar a una ecuacion por una constante

c) Sustituir una ecuacion por una combinacion lineal de esta y otra
ecuacion



1) Resolver sistema de ecuaciones

X1+ 2x, +x3+4x, =13
2x1 + 0x, + 4x3; + 3x, = 28
4xq + 2x5, + 2x3 + x4 = 20
-3x1+x, +3x3 +2x, =6



e La conversion a matriz triangular superior da lo siguiente:

1 2 1 4 13
0 —4 2 —5 2

0 0 -5 —-75 =35
0 O 0 0 —18

Esta es la matriz extendida. La solucion luego de aplicar el método de
sustitucion hacia atras es:

x1=3 x,=—1 x3=4 x4, =2



2) Resolver ahora un sistema de ecuaciones de 5 x 5

2X1 + Xy -X3 + X4 — 3xX5 =7
X1+ 0x, +2x3 — x4 + x5 =2

0x; — 2%, — X3+ X4 — X5 = —5
3x1 + x5 —4x3 + 0x, + 5x5 = 6
xl — xZ_X3_X4 +XS =3

Después de convertir el sistema de ecuaciones a triangular superior y usar
el método de sustitucidon hacia atras se obtiene la solucion

x, =1.91812 x, = 1.96491 x; = —0.98830 x, = —3.19298 xc = —1.13450



3) Resolver |la ecuacion diferencial

* Considerese la ecuacion diferencial de segundo orden

d’x 4(x - £)

_ — X —

dt?
con las condiciones de frontera:

x(0)=0 x(1) =2

Esta ecuacion se va a resolver numéricamente en el intervalo [0,1] para
los puntost; =i-h ,coni=0,1,2,....,,100 y h=0.01

Para resolver este sistema de ecuaciones usando lo que conocemos
sobre sistemas de ecuaciones. Vamos a aproximar la segunda derivada
con una de la formulas vistas en clase



d’x _x(t+h) —2x(t) + x(t — h)
dt? h?

Sustituimos esta formula en la ecuacion diferencial, con lo que se
obtiene:
x(t+h) —2x(t) +x(t—h)

hZ

~ 4(x(t) —t)

Hacemost = t;.Deacuerdoaestot+h=t;+h=(+1)h=t;,,
vt—h=t;,—h=0{—-1)h=1t;_;.
Usemos la notacion: x; = x(t;)



* Con base en lo anterior, lo que tenemos ahora es lo siguiente:

Xi41 — 2X; T Xj—q
hZ

~ 4(x; — t;)

Dejamos en la derecha solo el término 4t;. Lo que tenemos ahora es:

Xiy1 = 2X; + Xj—q
h2
Si ahora multiplicamos a la ecuacion por h? y reagrupamos se obtiene:

— 4Xi ~ _4ti

Xi_1 T (—2 — 4h2)xi + Xjyq1 = —4tih2



* En la ecuacion anterior aparecen x;_{, X; YV Xji1

* La ecuacion representa en realidad un sistema de ecuaciones lineales
gue va a permitirnos calcular una solucion numeérica de la ecuacion

diferencial.

Vamos a tomar i=1:
xo + (=2 —4h?)x; + x, = —4t,h?

Recordemos que x5 = x(0), que es una cantidad conocida ya que es
una condicion de frontera. En esta ecuacion aparecen ademas
X1 Y X, , que por ahora son desconocidos.

Tomemos enseguida i=2
x; + (=2 — 4h?)x, + x3 = —4t,h?

En esta ecuacion aparecen x; ,x, y X3 , que son desconocidas.



Continuamos con =3
x, + (=2 — 4h*) x5 + x4, = —4t3h?

En esta ecuacion aparecen x, ,X, y X, , que son desconocidas.

Continuamos con i=98

X97 + (_2 — 4h2)X98 + X99 — _4‘t98h2
En esta ecuacion aparecen xXqg7 ,Xgg YV Xg99 , que son desconocidas.
Y terminamos con i=99

x98 + (_2 — 4‘h2)X99 + x100 — _4t99h2

En esta ultima ecuacion x = x(1), que es una cantidad conocida
100

pues es una condicion de frontera. Al final tenemos un sistema de 99

ecuaciones con 99 incognitas.



 La matriz A es:

—2 — 4h? 1 0 0 0 \
1 —2 — 4h? 1 0 .. 0
0 1 —2—4h%* 1 .. 0
\ 0 0 0 0 .. 1 /
0 0 0 0 .. —2-—4h?

En cada fila hay como maximo tres elementos diferentes de cero, a; ;_4,
a; Yy aj.q1.Enlasfilas 1y n-1=99 hay solo dos elementos diferentes
de cero.



 Por su parte el vector columna b (los términos independientes) es:

_xo - 4‘t1h2 \
—4t,h?

_4tgh?
\—xloo —984t99h2/

Tenemos un sistema de 99 ecuaciones lineales con 99 incognitas. Lo
vamos a resolver convirtiéndolo a triangular superior y luego usando el
método de sustitucion hacia atras.




* La grafica de la solucion numeérica es:




* Comparacion con la solucion analitica
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* Resolver sistema de ecuaciones: Ax=b con

1 0 0 0 3
|13 4 0 0 | 5
A'2570 b_—3
—4 =2 9 4 4

Usando método de sustitucion hacia adelante (también conocida como
sustitucion progresiva)



* Resolver sistema de ecuaciones Ax=b, donde

(5

/O 4 1 3 7 \

2 =3 5 4 3

A=l 1 2 3 4 5 b=1-3
6 8 —4 -2 -1 —9
3 -3 4 -5 5 \11

Usando conversion a triangular superior y sustitucion hacia atras.



* Resolver sistema de ecuaciones Ax=b donde:

8 3 1 4
(21 2 -1
A=lg 2 1 5 | 7

4 4 -3 2



* Resolver sistema de ecuaciones Ax=b con

4 6 2 3 4
(8 1 5 -7 R
A=13 5 4 _g] Y 2= 1o

4 8 3 5 3

i) Convirtiendo a triangular superior y usando método de sustitucion
hacia atras

ii) Convirtiendo a triangular inferior y usando método de sustitucion
hacia adelante

iii) Aplicando sucesivamente conversion a triangular superiory
conversion a triangular inferior



e Calcular la matriz inversa de A
Partimos de la matriz extendida AA

4 6 2 3
8 1 5 =7
3 —2 -1 -6
4 8 3 5

AA=

O OO =
O O = O
O = O O
= O O O

Se realizan operaciones elementales en esta matriz hasta que |la

primera parte (columnas 1 a 4 en este caso) se convierte en la matriz
identidad. La matriz inversa es la que aparece de la columnas n+1 a 2n

(en este caso de las columna 5 a 8)

 Un camino para lo anterior es convertir a triangular superior, luego a
triangular inferior y finalmente hacer unos sobre la diagonal



e L3 matriz inversa es:

2.4177 0.1013 —-0.5443 -1.9620
—2.3038 —0.1645 0.7595 2.0633
—0.5190 0.1772 —-0.2025 0.3164

2.0633 0.0759 —-0.6582 —1.7215

A7l =



* Si se tiene la matriz inversa de A, es posible resolver el sistema de

ecuaciones:
A-x=Db

Si multiplicamos por la izquierda a esta ecuacién por la inversa A1 :

Al A x=1-x=x=A4"1.p

en donde | es la matriz identidad



Valores propios

* Determinar los valores y vectores propios de la matriz

/O 4 1 3 7 \
2 =3 5 4 3
1 2 3 4 5
6 8 —4 -2 -1
3 -3 4 -5 5

La ecuacion aresolveres: 4 - x = Ax



* Esto nos lleva a la siguiente ecuacion:

(A—Al)-x=0

Los valores de A se obtienen como solucion de la ecuacion:

det(A— A1) =0
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